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Vorwort. 


Seit dem Ersdieinen der ersten Abteilung dieses Bandes ist — niclit 
durcli meine Scliiild, sondem durch. die Ungunst der Zeit und die damit 
zusammenhangenden Druckschwierigkeiteii — ein Zeitraum tou sieben 
Jakren verflossen. Bs sei mir daher gestattet, daran zu erinnern, daB jene 
erste die Grundlagen der Tbeorie der analytiscken Funktionen bekandelnde 
Abteilung die Tendenz verfolgte, den bisber stets nur einseitig, und zwar 
nacb meinem. Dafurbalten nicbt von der zweckmaBigsten Seite aus iiber- 
bruckten Gegensatz zwiscben der Weierstrafiackm und der Cmchy-Bie- 
manwscben Funktionentbeorie in entgegengesefeter Ajiordmmg zubeseitigen. 
Es gescbah dies zunacbst mit Hilfe einer Mittelwert-Metbode, welcbe, 
•wesentlicb einfacber und aufklarender init der Funktion verkniipft als die 
komplexe Integration, es ermoglicbte, die Brgebnisse fur die im Weier- 
s^m/Sscben Sinne analytiscben Funktionen von vomherein auf die nur der 
CarnhyBchen Bedingung der stetigen Diiferenzierbarkeit geniigenden aus- 
zudebnen. Auf dieser Grundlage wurde dann zunacbst die Tbeorie der 
rationalen sowie der sog. elementaren transzendenten Funktionen und ibrer 
XJmkebrungen in systematiscber Darstellung behandelt, so daB jene erste 
Abteilung insbesondere alles entbalt, was man sonst wobl durcb mancber- 
lei Kunstgriife und mebr oder weniger zusammenhanglos in der sog. alge- 
braiscben Analysis abzuleiten pflegte. 

Entsprecbend der bereits im. Vorwort zu I, 1 als leitenden Grund- 
gedanken dieser Yorlesungen ausgesprocbenen Absicbt, die elementaren 
Metboden nacb Moglicbkeit auszuniitzen bzw. weit genug auszubilden, um 
den Leser mit den modernen Yerscharfungen der Begriffe und Frage- 
stellungen vertraut macben zu konnen, soli jetzt in den ersten vier Kapi- 
teln dieser meiten Abteilung der Nacbweis geftibrt werden, daB die 
bisber gewonnenen Brgebnisse geniigen, um eine eingebende Tbeorie der ein- 
deutigen bzw. eindeutiger Zweige von mebrdeutigen analytiscben Funktionen 
daran anzuknbpfen. Auf den Inbalt dieser vier Kapitel im einzelnen ein- 
zugeben, diirfte sicb erubrigen, da das zum Zwecke einer vorlaufigen 
Orientierung besonders ausfiibrlicb gestaltete Inbaltsverzeicbnis einem sol- 
cben Bediirfnis wobl ausreicbend entgegenkommt. 
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Vorwort. 


Zur Erffillung der in dem Yorwort und auf S. 151 der ersten Abtei- 
lung gemachten Ankiindigung, wonach es im'Plan dieser Darstellung liege, 
zwar fiir den ^w/'bau, nicbt aber fiir den weiteren Aushm. der Funktionen- 
theorie die komplexe Integration auszuscblieBen, wird in einem ScbluB- 
kapitei gezeigt, wie diese letztere in allgemeinster und dock uberaus ein- 
facher Weise an die in der ersten Abteilung gescbaifenen Grundlagen sich 
angliedem laBt und wie insbesondere ibr Hauptstiick, der (7awc/iyscbe 
Integralsatz, in diesem Zusammenbange als unmittelbare Folge eines Weier- 
sim/Sscben Hauptsatzes, des sog. Monodromiesatzes, erscheint. Mit drei 
cbarakteristiscb ausgewahlten Beispielen zumBelege der auBerordentlicben 
Wirksamkeit des neu gewonnenen analytischen Hilfsmittels und einer 
kurzen Besprecbung eines auf das letztere gegriindeten anderweitigen, zur 
Zeit fast ausscblieBlicb ublicben Aufbaus der Lebre von den analytiscben 
Funktionen scblieBt die vorliegende Darstellung. 

Bei der Korrektur baben die Herren Kollegen HdTtoQSj Pcytoyi und 
Szasz mit wabrem Opferraute micb unterstutzend durcb kritiscbe Bemer- 
kungen und gute Ratscblage nicbt unwesentlicb zum Gelingen des Ganzen 
beigetragen. Ibnen alien, aucb meiner ehemaligen Scbiilerin Frau Gertrud 
Soch fur ibre Bemiibungen um die Herstellung des Sacbregisters sage icb 
aufricbtigen Dank, 

Miincben, im Juli 1932. 

Alfred Pringsheim. 
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facb zusammenbfingende Bereicbe.. . . , 

§ 136. Das Integral von x~ ^ fiber einen offenen und einen die Stelle 33 = 0 
umscbliefienden geschlossenen Weg. — Der Gauchyache Randintegral- 
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Ent-wicklung im „Hauptstem“. — Eine bierzu dienlicbe Entwicklung 

^ auBerbalb des Scbnittes 1,oo konvergierende Reibe 

Ton Polynomen.*. 

§ 139. Uber den Zusammenbang der Singularifcafcen der durcb die Elemente 
00 00 ' 00 

h x" und durcb das Element a^h^x'’ definierten ana- 

0 0 or 

lytiscben Funlctionen (Satz Ton Hadamard) . 

§ 140. Hilfssatze fiber Integrate mit einer reellen Veranderlicben v. — Ein 




Integral J'cp(T^ x)dt mit komplexem x als Definition einer analytiscben 
0 

Funktion f(a), ffir welcbe = bis auf die Stellen 0, l,c» 

l(i 


regular und (^(.■»))(> 0. — Der Ptcordfscbe, Satz ffir beliebige ganze 
Funktionen. 


§ 141. Der Cauchy-Goursatsche Integralsatz als Grundlage fur einen anderen 
Aufbau der Lebre Ton den analytiscben Funktionen. 
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Abschnitt 11. 


Eindeutige analytische EunMonen. 

Kapitel 1. 

Unendliclie Prodnkte als Barstellangsmittel eindentiger, insbesondere 
ganzer transzendenter Funktionen. 

§ 75. Unendliclie Produkte, deren Faktoren Fnnktionen einer kom- 
plexen Yeranderlichen sind. — Konyergenz eines solcken Produktes 
nnd Umformnng in eine Reihe. — GleickmaBige und, absolute 
Konyergenz. — EinfliiB der Null als Faktor. 

1. Bei der Entwicklung der Funktionen sin x, cos x in unendliclie 
Produlcte (IIj, S. 485) wnrde bereits die Frage anfgeworfen, ob es stets 
ganze transzendente Funktionen gibt, die unendlick viele beliebig vor- 
gescbriebene Stellen (mit der einzigen Haufungsstelle oo) zu Ntdlstellen 
kaben, und die Entscbeidung dieser Frage in bejabendem Sinne fiir eine 
spatere Gelegenbeit in Aussickt gestellt. Da es sick kierbei, wie sckon 
aus dem eben erwahnten Zusammenkange kervorgekt, um die Herstellung 
solcker Funktionen vemiittelst unendlicher ProduMe kandeln -wird, so 
sckicken wir im AnsckluB an die in I 3 , § 80 ff. entwickelte Tkeorie der 
unendlichen ProduMe mit Iconstanten Faktoren und zu deren Erganzung 
zunackst eine Reike allgemeiner Betracktungen irber unendliclie ProduMe 
yoraus, deren Faktoren FunMionen einer Icomplexen Verdnderlichen sind. 

2. Es sei eine unendlicke ITolge irgendwelcher aritkmetiscken Aus- 
driicke (v = 0, 1, 2, . ..) vorgelegt. Das unendlicke Produkt: 

eo 

F[(i + fM 

0 

keifit dann fiir eine bestimmte Stelle x = Xq Convergent, -wenn jeder der 
FaMoren (1 einen bestmmten, iiberdies mch von Null verscliiedenen 
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Wert hat und das imendliche Produkt; 


0 

die namliche Eigenschaft besitzt.^) 

Nach Ig, § 80, Nr. 1, S. 616 ist — allemal unter der Voraussetzimg, 
daJB die eiazelnen Faktoren (1 +4(a7o0 die genamite Bedingung erfiillen — 
hierzTi notwendig imd Mnreichend, da6 fur jedes £ > 0 und passend ge- 
wahltes n eine Beziehung von der Form besteht: 


( 1 ) 




((> = 0 , 1 , 2 ,...), 


wenn fur v = 0, 1, 2 .. . allgemein gesetzt wird: 

( 2 ) (1 + Ux)){l + ‘ (1 + fM)) == 


Der in diesem Fall endliche und von Null verscJiiedem Grenmert lim2!^(a;g) 

oo n-^ao 

heifit sodann der Wert des unendlichen ProduMes: Ha + 4(^)) 

0 

Stelle X — derselbe moge mit bezeichnet werden, so dafi also: 


( 3 ) 


$(*o)=1™ (1+/■,(*o))= J 7 a + 


Die Gesamtheit der Stellen x, fiir welche das obige Produkt konvergent 
ist, bBdet seinen Konvergenzhereich. 

Fur samtliche Stellen x des Konvergenzbereiches ist dann das un- 
endliche Produkt: 

OQ 

(4) ££ (a;) = lim $„(a;) = j^(l + fM)) 

n->-op 0 


als ein woJildefinierter arithmetischer Ausdruck anzusehen, der im iibrigen 
stets auch durch eine gleichwertige konvergierende Reihe ersetzt werden 
kann. Man hat namlich (vgl. Ig, S. 646): 

( 5 ) $0(33) = 1 +/o(^) 
und fiir v ^ 1: 

(6) $.(*) = + $._,(*) Ux). 

Aus der fiir jedes n geltenden Identitat: 

n 

w=^0 w +2 ~ W} 

1 


1) Vgl. hierzu die im Anbang von Ig, S. 966/7 gegebene Motivierung. 


Nr. 3. 


§76. GleiclimaBige Konvergenz unendlicter Produkte 


627 


folgt somit: 

n 

(7) = 1 + f,(x) + f,(x) 

1 


und daher, wenn x irgendeine Stelle des Konvergenzereiclies bedeutet; 

00 

(8) <S.{x) = 1 + foW + fXx). 


3. Aus der Endlichkeit und dem Nichtverschwinden von $(a?) fur jede 
eimelne Stelle des Konvergenzbereicbes folgt wiederum noch nicht, dafi 
$(a;) im gamen JBereiche beschrdnlct und cmgehbar von Null verscliieden 
sein mu6, d. b. dafi | ^(pc) \ durcbweg zwiscben zwei wesentlich positiven 
Zablen entbalten bleibt, selbst wenn diese letztere Eigenscbaft, wie jetzt 
ausdriicklicb gescbeben soil, fur jeden einzelnen der Faktoren 11 
vorausgesetzt wird. Das unendbcbe Produkt wird die namlicbe Eigenscbaft 
aber ebenfalls besitzen, wenn dasselbe in dem fraglicben Bereicbe gleich- 
mdfiig konvergiert, d. b. wenn neben der soeben eingefiibrten Voraus- 
setzung die Konvergenzbedingung (1) fiir alle Stellen x des Bereicbes gleich- 
mdfiig erfuUt ist^); mit anderen Worten: wenn zu jeder Zabl £ > 0 eine 
natiirbcbe Zabl n existiert, so dafi fiir alle in Betracbt kommenden 
Stellen x: 


(9) 


$n + £_^)_ 1 

^n{x) 


< S 


(q — 0 , 1 , 2 ,...). 


Alsdann wird namlicb — wegen |a — 61^[|<il — |&|1 — a fortiori: 


+ Q (x) 

1 




((> = 0 , 1 , 2 ,...) 


und daber, wenn man v statt n-\- q scbreibt und £ < 1 annimmt: 

(10) (1 - «) I I < I I < (1 + «) I I 

{v = w, % -|~ % ~f" 2,...). 

Da aber | ££„(«;) | als Produkt einer bestimmten endlicben Anzabl von 
Faktoren der Form |1 + /‘^(rr)! auf Grund der gemacbten Voraussetzung 
fiir alle in Betracbt kommenden Stellen x zwiscben zwei positiven Zablen 
liegt, so gilt nacb Ungleicbung (10) das gleicbe fiir | ^^{x) |, falls v '^n. 


1) Die Definition der gleichmdfiigen Konvergenz eines solcben unendlicben 
ProduJctes muB naturgemaB gegenuber derjenigen fur eine beliebige Funktionenfolge 
(s. Hi, § 28, Nr. 2, S. 227) diegenige Abanderung aufweieen, welcbe durob die in 
Nr. 2 gegebene Definition der bloBen Konvergens eines Punktionalproduktes ge- 
boten ist. 
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Und da |£<,(a7)|, |^i(a?) I ^n-iW I ojffenbar gleichfalls zwiscben je 
zwei positiven Zahlen liegen, so besitzt scblieBlicb ] ^y{x) I betreffende 
Eigenscbaft fiir jeden Wert des Index v, so da6 man setzen kami: 

(11) 0 <g <\%(x)\ < G- (v = 0,1,2,...). 

Hieraus folgt insbesondere fur v — y oo, daB: 

(12) 0 < ^ ^ I ^(x) I ^ G, 

womit die ausgesprocbene Bebauptung bewiesen ist.^) 

4. Aus der definierenden Bedingung (9) fiir die gleicbmaBige Kon- 
vergenz des unendlicben Produktes ^(x) laBt sick aucb unmittelbar die 
gleickmafiige Konvergenz der mit ^(x) gleickwertigen Reike (8) erweisen. 

Miiltipliziert man namlick Ungl. (9) mit |2^„(^)|, so folgt mit Be- 
nutzung von Ungl. (11): 

(13) ((, = 0,1,2,...), 

WO G von der Wakl des n, also auck von s unahliangig ist. Man kann 
daker s von vorn kerein so Mein annekmen, daB G • e — 6 selbst eine Zakl 
mn vorgeschriehener Kleinheit wird und sodann: 

(14) l®,+s(*)-SE„(®)i<4-‘') 

Andererseits kat man mit Benntzung von Gl. (7): 

( 15 ) 

«+1 


so daB Ungl. (14) in die folgende iibergekt: 

n + Q 


(16) 




rt + l 


< 6 


(p — 1 , 2 ,...), 


welcke in der Tat ausdriiekt, daB die betreffende Reike in demselben Um- 
fange wie das Produkt gldchmdfiig konvergiert. 


1) Die Ungl. (12) bafcte sick offenbaf ecbon unmittelbar aus Ungl. (10) er- 
scblieBen lassen. Dee folgenden wegen erschien es indessen zweckm&Big, die etwas 
allgemeinere Ungl. (11) ausdriicklicb aufzustellen. 

2) Hieraus folgt epeziell fur q cx), daB: 

I ^(a;) — ^n(x) I ^ d, 

d. b. $(«) laBt sick fdr alle in Betrackt kommenden x mit dem gleicken Grade 
von Annakerung durck ^«({c) ersetzen. 



6. § 75. Umformung in gleichmSJBig konvergente Reihen, 629 

Es gilt also der Satz: 

oo 

1st das unendliche ProduM J^(l-\-f^{x))furemengewissen 

0 

B&reich gleichmdfiig Tconvergmf, so konvergieri auch diegleich- 

OO 

we^tigeBeihe: 1 + f^ix) + ^^__^{x)f^{x) daselbstgMchmdfiig. 

1 

Dieser Satz darf iibiigens nicM okae weiteres tmgeJcehrt werden, mit 
anderen Worten: die hlofie Konvergenz der Reihe bzw. deren gleichmdfiige 
Konvergenz ist zwar eine noiwendige, aber nocb keine hinreichende Be- 
dingung fiir diejenige des ProduMes. Denn es ware ja denkbar, daB die 
Summe der Reibe, aucb obne Beeintracbtigung der Gleicbmafiigkeit ibrer 
Konvergenz, fiir gewisse SteUen den Wert Null bat, oder da 6 ibr absoluter 
Betrag zum mindesten in der Nabe irgendwelcber Stellen beli^ig Meim 
Werte annimiat. (NB. Die Summe der Reibe braucbt ja, aucb wenn sie 
gleiehmdfiig konvergiert, nicht stetig zu sein, da eine derartige Voraus- 
setzung beziiglicb der einzelnen f^(x) bisher nicbt gemacbt wurde.) Im 
ersten Falle wiirde dann das Produkt fiir gewisse Stellen geradezu nach 
Null divergieren, im zweiten Palle konnte es nach Kr. 3 in der Kabe jener 
Stellen nicht mehr gleichmdfiig konvergieren. Man miifite also beziiglicb 
der Peihen-Summe nocb ausdriicklicb die Voraussetzung Mnzufiigen, da.R 
ibr absoluter Betrag stets uher einer positiven Zabl bleibt. In der Tat 
karm man alsdann aus der Bedingung (16) bzw. (14) durcb Division mit 
^„(x) wiederura eine solche von der Form (9) herleiten. 

Sind die fy{x) fiir irgendeinen Bereicb, in welcbem ^(x) gleichtndfiig 
konvergiert, stetige Funktionen von x, so ist aucb $(aj) daselbst eine stetige 
Funktion, da offenbar die mit S,(x) gleicbwertige Reibe diese Eigenscbaft 
besitzt. 

OO 

5. Das unendliche Produkt ^(x) = + f^ix)) beifit wiederum 

0 

OO 

absolut konvsrgent, solange aucb + ljC(ic)|) konvergiert. BQerzu 

0 

ist (nach I 3 , S. 635) mtwendig und hinreichend, daB die Reibe 2\fy(x) | 
konvergiert. 

Das absolut konvergente Produkt ist dann, ^oweit 11 + (rr) | > 0, 
aucb selbst konvergent und zwar unbedingt (s. Ig, S. 626); dasselbe gilt von 

00 

der gleicbwertigen Reibe; 1 fQ{x)-\-'^^^_^(x)f^{x), und zwar aucb 

1 

dann nocb, wenn man die einzelnen Bestandteile der Terme: 
als Beihenglieder auffaBt. 



